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Résumé

Une note de 2014 cherchait a faire émerger la constante de Planck d’un modele géo-
métrique élémentaire, un point en rotation sur un cercle, soumis a une force de cohésion
centripete Fg. Nous en reprenons les ingrédients en corrigeant I’enchainement. La loi
E o« 1/, prise comme postulat issu de 'expérience, donne 'existence d’une constante
d’action et la relation de de Broglie p = %/pg. La circulation du moment sur un tour
du cercle vaut alors exactement h : c’est la condition de Bohr—Sommerfeld, et c’est elle,
et non une intégration en temps, qui fait apparaitre h. L’énergie d’'un quantum s’en
déduit par période, £ = hv, sans sommation sur le train d’onde. La force de cohésion
est Fg = hc/p?, dimensionnellement correcte, en 1/p? comme le supposait la note. Elle
vaut la force de Coulomb divisée par la constante de structure fine, et la force de Planck
¢*/G ala longueur de Planck. Dans la théorie du grain, le cercle du modele est le cercle
élémentaire : h y apparait comme une circulation globale, portée par le tour entier et
non par un grain isolé. Le passage du demi-cercle grossier au cercle fin montre enfin que
F¢ est une force virtuelle : son travail et son impulsion sont nuls sur une période, et le
niveau grossier ne voit qu’une translation libre.

Table des matiéres

1

2

Introduction

Le modele

Le postulat de de Broglie

Un tour du cercle : ’action h
L’énergie par période

La force de cohésion

Ordres de grandeur et deux ponts

Lecture dans la théorie du grain

8.1 Le doublement d’angle . . . . . . .. .. .. L o
8.2 Le cercle élémentaire et la circulation h . . . . . . ... L oL
8.3 Du grain grossier au grain fin : Fiz est une force virtuelle. . . . . . . . .. ..

Synthése

S ot ot G



1 Introduction

La théorie du grain se formule en mathématiques par le couple grain grossier, grain fin.
Pour passer a la physique, il faut associer a cette géométrie des grandeurs mesurables :
quantité de mouvement, énergie, action, force. La note de 2014, h comme constante d’in-
tégration [1], en est une premiére tentative : un point M parcourt un cercle de rayon py,
soumis a une force centripete Fg, et 'on cherche a faire émerger la constante de Planck et
la relation d’Einstein F' = hv.

Les ingrédients de cette note sont justes; plusieurs étapes de leur enchainement ne le
sont pas (tableau 1). Nous les réordonnons :

Eocl/)\:p:h/pgzj{pd,s:hz E=hy = Fg=he/p?.
N—— —— il —
postulat de Broglie — par période cohésion

un tour

Statut. Les propositions des sections 3 & 7 sont de la physique standard, réorganisée autour
du modele. Elles ne dérivent pas la valeur de h, qui reste expérimentale : elles montrent ou
une constante d’action apparait nécessairement. La section 8 propose une lecture dans la
théorie du grain.

2 Le modéle

Le cercle qJ, de centre Op et de rayon pg, est le codomaine du modele de 2014 ; il est
engendré & partir du demi-cercle ¢¥. Un point M le parcourt d’'un mouvement circulaire
uniforme. On note ¢, sa quantité de mouvement, tangente au cercle, et F la force centripete
dirigée vers Og. Le point O est le point du cercle diamétralement opposé au point de contact
avec le demi-cercle ¢Y.

FIGURE 1 — Le modele : M parcourt le cercle ¢J ; sa quantité de mouvement g, est tangente,
la force de cohésion F centripete. L’angle central 20, vu de Og, est le double de I’angle 6
vu de O (section 8).

3 Le postulat de de Broglie

Hypotheése 1 (E « 1/, d’apres l'expérience). L’énergie U d’un quantum de rayonnement
est une fonction décroissante de sa longueur d’onde, et pour tout ¢ :

Ulpo +¢) o

Ulpo) — po+1




ol pp = A/27 est la longueur d’onde réduite.

Proposition 2 (Existence d’une constante d’action). Sous l’hypothése 1 :
1. Upg est constant ;

2. pour un quantum se déplagant a la vitesse ¢, d’impulsion p = U/c, le produit p py est
constant ; on le note h, et

p:—zg, h = 27h;

3. la constante h a la dimension d’une action (énergie X temps).

Démonstration. Point 1 : ’hypotheése donne U(pg+£)(po+£) = U(po)po pour tout £; c’est la
conclusion d(U pg) = 0 de la note de 2014. Point 2 : ppy = U pp/c, produit de deux constantes.
Point 3 : [p][po] = kgms™! - m = Js. O

Remarque 3 (Ce qui est démontré, ce qui est postulé). La loi en 1/p est contenue dans
I’hypothése 1 : le passage a la limite la reformule, il ne la produit pas. Ce que la proposition
établit est I'existence d’'une constante de dimension action, invariante d’échelle puisque U pg
ne dépend pas de pg. Sa valeur reste expérimentale.

4 Un tour du cercle : ’action h

Théoréme 4 (Circulation sur un tour). La circulation de la quantité de mouvement sur un
tour du cercle qf vaut
h
f qrds = — - 2mwpy = 2wh = h.
a P0
De facon équivalente, la circonférence 2mpg vaut exactement une longueur d’onde A : le cercle
porte une onde stationnaire d’une période.

Démonstration. q, est constant et tangent ; la longueur parcourue est 2wpg. Enfin 2mpg = A
par définition de pq. O

C’est la condition de quantification de Bohr—Sommerfeld, § pdq = nh, pour n = 1. C’est
elle qui fait apparaitre h dans le modele : la quantité U, = 27h*/py de la note de 2014,
appelée « énergie interne de rotation », est en réalité cette circulation divisée par la longueur
du tour ; multipliée par 2mwpg, elle donne une action, et non une énergie.

5 L’énergie par période

Proposition 5 (Relation d’Einstein). Un tour est parcouru en une période T'= \/c = 1/v.
L’énergie du quantum est laction d’un tour divisée par sa durée :

h he
E_T_hy—y—pc.
Démonstration. h/T = hv, et hv = he/A = (h/A)e = pe par la proposition 2. O

Remarque 6 (Pas de sommation sur le train d’onde). L’énergie hv est celle d’un quantum ; elle
ne dépend pas de la longueur du train d’onde. La note de 2014 écrivait £ = nUs = 2rh*n/T,
en sommant sur n périodes : cela ne donne hr qu’en posant tacitement T, = 1 s, et la
grandeur obtenue est alors un débit d’énergie, non I’énergie d’'un quantum.



6 La force de cohésion

Théoréme 7 (Force de cohésion intra-grain). Pour un mouvement circulaire uniforme a la
vitesse ¢ sur le cercle de rayon pg, la force centripéte est
h ¢ he FE

FGZQTWZ*'*:*Q:*-
po pPo P PO

Elle est de la forme a/p? supposée par la note de 2014, avec o = he.

Démonstration. En mouvement circulaire uniforme, |dg,/dt| = ¢, w, avec w = ¢/py. Enfin
he/po = pc = E. O

Remarque 8 (Vérification dimensionnelle). [Ac/pg] = Js-ms~!/m? = J/m = N : c’est bien
une force. La formule finale de 2014, F = h/(27p3) = h/p3, a la dimension Js/m? : il y
manque le facteur ¢, qui vient de la vitesse angulaire.

étape note de 2014 version corrigée

origine de i constante d’intégration de [ F'dt constante ppy (prop. 2)

moment q="Hh"/po p = h/po (de Broglie)

un tour « énergie » U, = [ ¢, df action § ¢ ds = h (th. 4)
énergie E = nUg, somme sur n périodes E = h/T = hv (prop. 5)

force F =h/22mp}) Fo = he/pd (th. 7)

facteurs 2w h* = h* /27, h = 2wh* h = 27h, une seule convention

TABLE 1 — Les corrections, étape par étape.

7 Ordres de grandeur et deux ponts

Un photon visible. Pour A\ = 500 nm, py ~ 79,6 nm, hc ~ 3,16 - 10726 Jm, et Fg ~
5,0- 1072 N.

Proposition 9 (Le pont électromagnétique). La force de Coulomb entre deux charges élé-
mentaires a la distance p s’écrit

e? he Fup) e? 1
= =« , g = ——— & ——.
dmeg p? fs P> BHG\P 57 dmeohe 137

La force de cohésion est la force « maturelle » d Uéchelle p; la force électrique en est la
fraction ass.

Démonstration. Définition de la constante de structure fine. O
Proposition 10 (Le pont gravitationnel). A la longueur de Planck {p = /hG]c3,

h 4
Fa(lp) = ﬁc - % ~1,21-10% N,
P

la force de Planck, qui figure dans les équations d’Einstein par le coefficient 87G/c*.

Démonstration. he/l3 = he-c3/(hG) = ¢*/G. O



Remarque 11 (Statut). Si le grain physique est d’échelle planckienne, la cohésion intra-grain
rejoint la constante de couplage de la gravitation, et donc la rétroaction de la matiere sur
Pespace de la note cosmologique [5]. C’est une piste, non un résultat : rien ici ne fixe 1’échelle
du grain.

8 Lecture dans la théorie du grain

Cette section propose une interprétation ; elle n’est pas démontrée par les sections précé-
dentes.

8.1 Le doublement d’angle

Proposition 12 (Angle inscrit). Pour M sur le cercle q8, l’angle sous lequel on voit l’arc
depuis le point O du cercle est la moitié de l’angle au centre Oy (figure 1). Quand M fait un
tour complet autour de Oq, la direction OM ne balaie qu’un demi-tour.

Démonstration. Le triangle OgOM est isocele en Oy (OgO = OgM = pp) ; angle extérieur
en Oy est la somme des deux angles égaux en O et en M, d’ott le facteur 2. C’est le théoreme
de ’angle inscrit. 0

La remarque de 2014, « la rotation de g vue sous cet angle est le double de celle vue sous
I'angle de g4 », est ce théoréme. La correspondance 6 — 26 est celle du revétement double
qui relie les rotations d’un spin % aux rotations de ’espace : un tour de I'un correspond a
un demi-tour de 'autre. Elle rejoint la racine carrée du demi-tour de Plan compleze et grain

nul [4]. C’est une analogie de structure; le modele ne contient pas de spin.

8.2 Le cercle élémentaire et la circulation h

Dans le Niveau d’observation [2], le cercle élémentaire est formé de 2" points de réso-
lution. Dans Du monde du grain au monde expérimental [3], 'hypothese d’échelle d’action

pose
h=JA, J = 27",

ol A est une unité d’action macroscopique : A est un point de résolution d’action au niveau
fin.

Proposition 13 (La circulation du cercle élémentaire). Identifions le cercle q au cercle
élémentaire. Sous ’hypothése h = JA :

1. la circulation sur un tour vaut h = 2nJA : 2w points de résolution d’action au niveau
fin, et une quantité ponctuelle (h/A = 2nwJ ~0) au niveau macroscopique ;

2. répartie uniformément sur les 2" points du cercle, la part de chaque point est h/2" =
21 J? A, inférieure au point de résolution JA du niveau fin.

Démonstration. h = 2rh =2wJA; et 2rJ?A/(JA) = 27J ~ 0. O

Remarque 14 (Une circulation globale). Le point 2 dit que l'action d’un tour n’est pas
localisable sur les grains du cercle : au niveau fin, aucun grain n’en porte une part visible. Seul
le tour entier porte la circulation h. Cela s’accorde avec le caractere global de la condition de
Bohr—Sommerfeld, qui porte sur 'orbite et non sur un point, et avec la lecture de A comme
circulation sur le cercle élémentaire plutot que comme constante d’intégration.



8.3 Du grain grossier au grain fin : F; est une force virtuelle

Revenons a la construction de 2014 : le cercle ¢ est engendré & partir du demi-cercle ¢¥,
centré en @1, point du cercle ¢) diamétralement opposé & O. Nous lisons le demi-cercle g
au niveau du grain grossier et le cercle q8 au niveau du grain fin (figure 2).

M- point de résolution
R I
d

u grain grossier

son image : point de
résolution du grain fin

< »
<<

niveau grossier : translation libre d’une période,
T = o
aucune force résultante (fo Fadt=0)

FIGURE 2 — Du grain grossier au grain fin. La direction ¢ issue de (1 porte un point du
demi-cercle grossier ¢ et un point du cercle fin ¢J,  'angle central 2¢ : un demi-tour grossier
donne un tour fin. La force centripete ﬁg n’apparalt qu’au niveau fin; sur une période, son
travail et son impulsion sont nuls, et le niveau grossier ne voit qu’une translation libre : Fg
est une force virtuelle. Rapports symboliques.

Proposition 15 (Du demi-cercle grossier au cercle fin). Pour ¢ € |—%, 5[, la demi-droite

issue de Q1 dans la direction o, qui porte le point My du demi-cercle ¢, recoupe le cercle q
en un point My tel que

Q1Mo = 2pg cos ¢, (000, OgMy) = 2¢.

Quand la direction balaie le demi-tour ¢ € ]—g, %[ du niveau grossier, le point My fait un
tour complet du cercle fin.

Démonstration. Prenons Op pour origine et Q1 = (—pp, 0). Le point Q1+2pg cos ¢ (cos ¢, sin ) =
(po cos 2¢, posin2yp) est sur le cercle de centre Oy et de rayon py, a 'angle 2¢ de la direction
0p0. La longueur Q1 My = 2pg cos ¢ est I’équation polaire du cercle passant par le pole;
c’est l'intensité « pcosf » de la note de 2014. O

Chaque point de résolution du niveau grossier, un élément d’arc de ¢?, a ainsi pour image
un point de résolution du niveau fin, un élément d’arc de ¢ : la dynamique du grain grossier
se lit, au niveau fin, comme une rotation.

Proposition 16 (Fg est une force virtuelle). Sur une période T du mouwvement circulaire :
1. le travail de Fg est nul : fﬁg -ds=0;
2. son impulsion est nulle : f(;[ Fodt=q.(T)— . (0)=0;

3. au niveau grossier, ou un point de résolution contient un tour entier, Fg n’a donc
aucun effet observable : le mouvement y est une translation libre d’une période d la
sutvante.



Démonstration. Point 1 : ﬁG est centripete, donc orthogonale a la vitesse. Point 2 : principe
fondamental de la dynamique, et g, reprend sa valeur apreés un tour. Point 3 : conséquence
des deux premiers points. O

Remarque 17 (Au sens de la mécanique). F n'existe que dans la lecture fine, attachée
au cercle q8; elle disparait dans la lecture grossiere. C’est le comportement d’une force
d’inertie, qui dépend du repere de description. La note de 2014 le pressentait : « cette force
ne s’exercerait pas dans le méme repere que celui qui a amené son expression ». C’est aussi
I’analogue dynamique de la remarque précédente : comme la circulation A, la cohésion n’est
visible qu’a I’échelle du tour, et sa résultante sur un tour est nulle.

9 Synthese

Ce qui est établi.

— La loi F & 1/X implique l'existence d’une constante d’action invariante d’échelle, et
p = h/po (proposition 2).

— La circulation du moment sur un tour vaut h : c’est l'origine de h dans le modele
(théoréme 4).

— L’énergie d’'un quantum est E = hv, par période et sans sommation (proposition 5).

— La force de cohésion est F = hic/p? (théoréme 7); elle vaut 1/ay fois la force de
Coulomb, et ¢*/G a la longueur de Planck.

Ce qui est proposé.

— Le doublement d’angle du modeéle comme analogue du revétement double du spin %

— Le passage du demi-cercle grossier au cercle fin, o un demi-tour grossier donne un
tour fin, et Fz comme force virtuelle : travail et impulsion nuls sur une période,
invisible au niveau grossier (propositions 15 et 16).

— h comme circulation globale sur le cercle élémentaire, non localisable sur ses grains.

— L’échelle planckienne du grain physique, qui relierait la cohésion intra-grain a la gra-
vitation.

Questions ouvertes.
1. Fixer I’échelle physique du grain : qu’est-ce qui, dans la théorie, choisirait pg 7

2. Le modéle traite un quantum de lumiere (v = ¢). Que devient-il pour une particule
massive, ol ' = \/p2c2 + m2ct?

3. Relier la constante de structure fine, rapport de deux forces a la méme échelle, a une
propriété du grain.
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