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Introduction

Ce volet exploite la structure de I’Aziomatique du grain et de Symétrie de résolution pour
traiter les intégrales divergentes. L’idée directrice : une somme de Riemann calculée sur la double
mosaique de R est toujours finie comme élément de la hiérarchie auto-engendrée. Ce qui appa-
rait en analyse classique comme une divergence & l'infini devient ici une simple valeur dans une
strate I@] k- La projection finale R - R joue alors le role d’une régularisation intrinséque.

Le document est organisé en quatre parties :

— Partie I : définition rigoureuse de l'intégrale stratifiée et compatibilité avec l'intégrale
classique.

— Partie II : hiérarchie des divergences (polynomial, logarithmique, exponentiel, double-
exponentiel).

— Partie III : régularisation par projection, analogies avec les méthodes classiques.

— Partie IV : raffinement par la borne critique et convergence stratifiée.

Reéférence implicite. Axiomatique du grain et Symétrie de résolution.

Notations communes. L., := 27w - 2™"°, Azx := 2%20, st pour la projection standard, ¢ pour

Pinvolution X — 1/X. On appelle R|k, la restriction ou le prolongement de R+ & [0; 27FFnee],

Convention sur la stratification. On utilise la_définition stricte ]1§|k En conséquence, un
élément c-2F"> avec ¢ standard > 1 n’est pas dans R|;, mais bien dans Rz (puisque c-2F~ <
Qoo . Phneo — 2(’““)"“). Cette précision est centrale pour les calculs de strate qui suivent.

Premiére partie

Définition de I'intégrale stratifiée

1 Rappel : la double mosaique de R*

R* est le déploiement de C a la résolution —2n,, segment [0, Loo [ avec Lo = 272" doté
de la double stratification :

— Niveau grossier (—ny) : 2" positions ordinales, chacune occupant une longueur 2.
21

P

— Niveau fin (—2n4,) : 22"> sous-positions, chacune de finesse Az =

On note zy; := (N —1) - 2r +j - Az et X := {zn;} I'ensemble des 22" sous-positions de
la mosaique fine.
2 La fonction discrétisée

Définition 1 (Fonction admissible). Une fonction f : R — R est admissible si elle est définie
sur Uintervalle d’intégration considéré et si, pour toute sous-position xn; € X, f(xn ;) est un
élément bien défini de R (ou d’une extension finie de la hiérarchie auto-engendrée).

3 L’intégrale stratifiée

Définition 2 (Intégrale stratifice). Soit f admissible et [a,b] inclus dans R avec a, b auz positions
de la mosaique. L’intégrale stratifiée de f sur [a,b] est

/ flx)dx = Z flxn;) - Ax.

N, ;€la,b]
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Proposition 1 (Bonne définition). Pour f admissible et [a,b] borné dans R, la somme est finie
(au plus 22" termes), donc bien définie comme élément d’une strate suffisamment haute de la
hiérarchie auto-engendrée.

4 Compatibilité avec 'intégrale classique

Théoréme 1 (Compatibilité standard). Soit f : R — R continue Riemann-intégrable sur un
intervalle standard [a,b] C R. Alors

]if(:c) do = /abf(x) de + <

~b
ot € est un infinitésimal. En particulier st([ f) = f; f.

. . . . . b . .
Démonstration. La somme de Riemann classique & pas Ax converge vers fa f avec vitesse contro-

D Saz(f) — fb f| £ CAz(b— a) pour une constante C' > 0 liée au module de continuité de f
sur le compact [a, b].

Dans R, Az = 2%20 est un mﬁmteszmal inversible : st(Ax) = 0 mais son inverse ;— € R|1
existe (le rapport Am/ . = (27)? ~ 39,48 est largement au-dessus du seuil d’inversibilité).
Donc CAz(b— a) est lui-méme infinitésimal (standard fois infinitésimal). La somme de Riemann

coincide avec [ sur les sous-positions de [a,b[, d’ou le résultat. O

5 Premiers exemples

~ - ~Leo
Proposition 2 ([1 sur tout RY). [, 1dz = Lo = 272",

Démonstration. 22" termes valant Az chacun, soit 227 . 20 — 97 . Q"o = [ . O

2n00

Remarque 1 (Strate). Lo, = 27-2" a un préfacteur 2 > 1 standard. Par la convention sur la
stratification (introduction), Los ¢ R|1, mais Loo € R|3 (puisque 2w < 2™, donc Lo, < 227 ).
L’intégrale de la fonction 1 sur tout R* est donc dans R|2

Proposition 3 (7:1; sur tout ]EJF)

~L
/ xdx:?”+O(Loo-Ax)~27r2-22”°°.
0

Démonstration. Somme de Riemann pour z — x : § e 0 Ving-Az = gAJ:Q avec N = 227,
2n00 2Nn00 _ 2 2Nno0 _ 2
On obtient G=0ET==0 . Gr) - B D@1 | 972 g2 0

Remarque 2 (Strate). 272.22n g un préfacteur 22 ~ 19,74 standard. Donc, par la convention,
c’est dans R|3, pas R|s (le préfacteur fait basculer d’une strate).
Deuxiéme partie

Hiérarchie des divergences

6 Strate de régularisation

Définition 3 (Strate de régularisation). Soit f admissible positive. La strate de régularisation
de [ f, notée o(f), est le plus petit k € N tel que
~ Loo

/ fz) de € Rl
0
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Remarque 3 (Choix de la dénomination). Le terme strate de régularisation refiéte ['usage :
o(f) est la profondeur stratale du contre-terme a utiliser pour ramener la valeur dans R (voir
Partie III). Plutét que de caractériser la fonction par un défaut, o(f) caractérise la ressource
stratale nécessaire.

7 Divergences polynomiales
Proposition 4 (Polynémes de degré p). Soit p € N* standard. Alors

~ L
% p+1 +1
27 )P
2P de = == -|-5p:7( )
p+1

p+1 2 gy,
0

avec €, d’ordre L%, - Az, donc strate strictement inférieure.
(27r)17+1
p+1

Strate stricte : le préfacteur est standard > 1 pour p > 1, donc

~ Leo
/ xPdx € ]lﬂé]erg, o(xP)=p+2.
0

Démonstration. Calcul. Pour x; = iAx, la somme de Riemann vaut Ef\;l(iAm)pAm = (Az)PH! Zi]i_ol iP

avec N = 22"~ La formule de Faulhaber donne Y ¥ = JZ:_T + 27 + O(NP~1). Donc

~ L
* NAz)PTt  NP(Ag)ptl
/ xpdx:( z) + (Az) +

. p+1 p+1
avec NAx = L. Le terme dominant est I]’;ﬁl = (2;21 - 9Pt nce
(271-)174-1

o1 st standard. Pour p = 1, ¢; = 27? ~ 19,74 > 1. Plus
généralement, ¢, > 1 pour tout p > 0. Donc ¢, - 2(Ptnee ~ 9P+nee o qui sort de Hi|p+1. En
revanche, ¢, - 2(PFne < 9nec . 9P+ lnee — 2(P+2)ne (puisque ¢, est standard et 2" transfini),
donc le résultat est dans @‘p.’.Q.

Donc o(zP) = p+ 2. O

Strate. Le préfacteur ¢, :=

Remarque 4 (Conséquence du décalage). La convention stricte donne o(z) = 3, o(z?) = 4, etc.
Ce décalage par rapport & une lecture intuitive « par ordre de grandeur » (qui donnerait c = p+1)
reflete le fait que les préfacteurs analytiques standards consomment une strate supplémentaire.

8 Divergences inverses (UV)

Proposition 5 (Fonctions inverses). Soit ¢ € N* standard, ¢ > 1. Alors

]1 dr [(lg)- 2@ Dmej2m)i L sig>2,
Az TY Noo - In 2+ O(1) siq=1.

Strates strictes :

— q > 2 : le préfacteur ((q)/(2m)9~1 peut étre > 1 ou < 1 selon q. Pour q =2, ((2)/(27) =
72/6/(2m) = /12 ~ 0,26 < 1 : le résultat est dans R|,—1. Pour q grand, ((q) — 1 et
(2m)9~1 — oo, donc toujours < 1 : reste dans R|y—1.

— q =1 : préfacteur In2 ~ 0,69 < 1 multipliant no,, donc dans I@h



~1
Démonstration. Cas q > 2. [, v~ %z = SN (AZ) 1AL = (Ax)1T1Y 079 ~ ((q) - (Ax)e

avec N1 = 1/Ax = 2" /(2r). Donc ~ ((q) - %

Cas q = 1. flmdg =YV L~ In Ny =ne In2 — In(27).
Strate dans le cas ¢ = 1. Le résultat est ~ In2 - ny avec In2 < 1 standard. Vérifions :
In2-ns < ne mais > 0, donc reste dans @\1 (qui contient tout ce qui est < 2" et Ny, K 2").
Strate dans le cas ¢ > 2. Le préfacteur (q)/(27)? ! est standard, calculons-le pour ¢ = 2,3, 4 :
72 /(12m) = 7/12 ~ 0,26 pour ¢ = 2; ((3)/(47?) ~ 1,20/39,48 ~ 0,030 pour ¢ = 3. Tous < 1.

Donc le résultat reste < 200D dans R|,_1. O

9 Divergences logarithmiques

Proposition 6 (Puissances du logarithme). Soit k € N standard. Alors

~ Loo
/ (Inz)*dr ~ Lo - (In Loo)¥ = (27) (N In 2)% - 27 4 O.
1

Strate stricte : préfacteur global 2 - (In 2)% standard multipliant n¥, - 2"<. Pour k=0 ona
2w > 1, donc dans R|y; pour k > 1 le facteur nk. reste sous-stratal (¢lément de R|y pour k
standard), donc l'ensemble reste dans R|s.

Démonstration. flL(ln z)*dz a pour terme dominant L(In L)¥ par intégration par parties. Pour
L= Lo, In Loy = In(27) 4100 IN2 ~ 1o In 2 (terme dominant). Donc Lo (In Lo ) ~ Lo (noo In2)F =
21 - (In2)F - nk_ . 2nee,

Strate. Pour k standard, nlgo < 2™ par les comparaisons fondamentales (Aziomatique du
grain). Donc nk_ . 2me < 2270 dans R|s. Le préfacteur 2m(In2)* est standard et ne fait pas
basculer si la borne 22"~ n’est pas atteinte; pour k standard fixé, n®, < 2"= donc le résultat
reste effectivement < 227 dans R|s. O

10 Divergences exponentielles

Proposition 7 (Exponentielle pure). Soit ¢ > 0 standard. Alors

~Loo ecLoo 2a~2"°°
e“dx ~ =
0 C C

avec a = ¢ - 2w/ In2 standard.
Strate : l’exposant - 2™ dépasse kne pour tout k standard, donc 202" Jépasse toutes les

strates I@]k de R. Le résultat est dans R et au-dela.
Démonstration. fOL e@dr = (er' —1)/c. Pour L = Lo, = 2m - 2" : efhoo = 2me2"> —
2(2me/In2):2" "] exposant a - 2" avec a standard est dans @\1 Donc 2RIt donne un objet

hors de toutes les strates finies de ]li, dans R. O

Corollaire 1 (L’exponentielle bascule au-dela de R). o(e) = 0o (au sens : dépasse toute strate
Rl de R).



Troisiéme partie
Régularisation par projection
11 La projection standard comme régularisation

Définition 4 (Régularisation par projection). Pour f admissible et ]f € ]li|k avec k > 1,
~Loo
d

ou A € H§|k est un contre-terme choisi pour que le rapport tombe dans R.

12 Reégularisation des divergences polynomiales

+1
Théoréme 2 (Régularisation polynomiale). Soit p € N* standard et A\, := %. Alors

Reg, </ xP dm) =1.
0

NLOO ~
Démonstration. [, aP = X\, + &, avec g,/ infinitésimal. Donc [/X, = 1+ g,/)\,, partie
standard = 1. .
Note : \, comme [ Oooxp sont tous deux dans R|,;2 (méme strate), donc le quotient est dans
Ry = R. [
13 Régularisation des divergences logarithmiques

Théoréme 3 (Régularisation logarithmique). Regg(fo1 dx/x) =1 avec contre-terme X = noo In 2.
~1

Démonstration. [, dx/r = neIn2 + O(1), donc divisé par neeIn2 : 1+ O(1)/(ns In2). Le

rapport O(1)/neo est infinitésimal, partie standard = 1. O]

Quatriéme partie

Borne critique et convergence stratifiée

14 o comme fonction de la borne

~B ~
Définition 5 (Strate a borne B). o(f, B) := plus petit k tel que [ f € R|j.
La strate canonique o(f) := o(f, Lso) de la Partie II est le cas particulier de borne mazimale.

Proposition 8 (Croissance). Pour f >0 et By < Ba, o(f,B1) < o(f, B2).

15 La borne critique

Définition 6 (Borne critique). Pour f > 0 admissible et k € N,

Bu(f) = sup{B : o(f, B) < k}.



16 Bornes critiques pour les classes principales

Théoréme 4 (Bornes exponentielles). Pour f(x) = e*,

Bi(€®) =k nooIn2 pour tout k > 1.

Démonstration. fOB e®dr =eP —1. A B = ¢-noIn2 avec ¢ standard positif, e® = 2¢">_ Strate
stricte : 2" est dans Ry, ssi ¢ < k (puisque R|; contient tout < 2kne et 2o < 2knoo ggi ¢ < k).
Donc By(€*) = kneo In 2. O

- ~B ~ ~
Corollaire 2 (Convergence exponentielle dans R). [, e*dx € R (strate finie de R) ssi B <

NneoIn2. A B =nsIn?2 exactement, [ =2"° —1, ala borne supérieure de ]Iih

Remarque 5 (Le gain conceptuel). L’analyse classique dit : fooo e’ = 00. Notre cadre nuance :

pour toute borne B < nso In2, l'intégrale est finie dans R. Au-dela, elle bascule dans des exten-
sions successives selon B /neoIn2.

17 Hiérarchie de croissance par bornes critiques

Théoréme 5 (Classification fine). 1. Polynomial, logarithmique : By sature 4 Lo, dés une
strate finie (dépend du préfacteur standard, voir Partie II).

2. Exponentiel : Bi(e) = kno In2/c, linéaire en k.

3. Double-exponentiel : By(e®") ~ In(kny,), logarithmique en k.
Démonstration. (2) Direct par théoréme 4 avec ¢B remplacant B.

(3) Pour f =€, on veut e® < 2F1e soit €8 < knoo In2, soit B < In(kneo In2). Le terme
dominant pour ns grand est Inny,, qui reste sous ny, mais croit bien plus lentement. O

18 Reégularisation & la borne critique

La régularisation Reg, introduite plus haut requiert le choix d’un contre-terme A de strate
adéquate, qui peut ne pas étre défini canoniquement (notamment pour les divergences exponen-
tielles qui dépassent toutes les strates de R). La notion de borne critique By (f) (Partie IV) permet
une régularisation alternative, plus uniforme, qui exploite directement la structure stratifiée.

Définition 7 (Régularisation a la borne critique). Pour f admissible positive et k € N* tel que

By(f) >0,
~ Br(f)

Reg.(f) := st (2]“1%0/0

Remarque 6 (CNhoix universel du contre-terme). Le contre-terme est ici 2kneo g borne supé-
rieure exacte de R|i. C’est un choix universel, indépendant de f, ce qui distingue cette régula-
risation de Reg, ot le contre-terme était adapté a chaque fonction. L’adaptation a f se fait ici
via la borne critique By(f) elle-méme.

Théoréme 6 (Théoréme de régularisation universelle). Pour toute fonction f admissible positive
et tout k € N* tel que Br(f) est non triviale, Reg;(f) = 1.

~Bi(f)
Démonstration. Par définition de la borne critique, [ Ok f < 2k avec égalité (ou quasi-
égalité, & un infinitésimal prés) a la borne. Plus précisément, en supposant que f est suffisamment
réguliére pour que l'intégrale atteigne la borne stratale au point critique :
~.Bi(f)
/ f(z)dx = oknee _ o
0
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ol € est un élément dans une strate strictement inférieure a R|; (terme sous-dominant de
'intégrale ou correction a la borne).

Donc Bu(f)
~By
fg f N €k
2knco -t knos

Le rapport e/ 2knec est infinitésimal (numérateur de strate inférieure, dénominateur a la borne
de RJx). Sa partie standard est 0, et Regy,(f) = st(1 — inf) = 1. O

Remarque 7 (Universalité et information dans les sous-dominants). Le théoréme 6 dit que Reg,
est trivialement universelle : elle vaut 1 pour toutes les fonctions admissibles. L’information
spécifique & chaque fonction n’est pas dans Regy(f) lui-méme, mais_dans les corrections sous-
dominantes au 1, c’est-a-dire dans 2,57500 vu comme infinitésimal de R.

Par analogie avec la régularisation dimensionnelle, ot 1/e est trivialement universel mais
les coefficients en facteur portent l'information physique, ce sont ici les sous-dominants qui dis-
tinguent les fonctions. Le développement systématique de ces sous-dominants serait [’analogue
stratifié des développements en e.

Corollaire 3 (Dans R,k € N).
. fk(f)f(a:)dx
lim —————F—
n—00 okn

=1

Qui est valable en particulier pour k = 1.

Corollaire 4 (Régularisation exponentielle). Pour f(z) = e* avec B1(€”) = nooIn2 :

~ Neo IN2

@ gnee _ | 1
€ 1

oo oo oo’

0

donc Reg,(e®) =1, avec sous-dominant —1 /2™
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