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Résumé

On prolonge aux rationnels strictement positifs la numérosité au grain des entiers, définie
dans un modéle non standard de arithmétique de Peano. Les rationnels, écrits p/q avec p, ¢
dans la fenétre [1, 7], ont pour numérosité v2. Les rationnels irréductibles ont une numérosité
infiniment proche de %1/2 : ils forment une proportion standard des fractions, et sont plus
nombreux que les fractions réductibles. Leur grain moyen, infiniment proche de 72/6, est
standard, comme celui des nombres pairs. Enfin, au grain du continu de base, les rationnels
de la fenétre n’occupent qu'une proportion infinitésimale des grains, au plus 212 /27, alors
qu’ils sont denses a 1’échelle standard : la densité, comme l'infini, est relative au grain.

1 Rappels du cadre

On reprend le cadre de [1]. On note N = {1,2,3,...} les entiers de Peano, et 'on fixe un
modele non standard M de larithmétique, au sens de Skolem [5], qui contient N comme segment
initial.

Lemme 1 (Transfert). Tout énoncé de 'arithmétique vrai dans N est vrai dans M, et récipro-
quement, y compris lorsqu’il mentionne des entiers standard particuliers.

On fixe un entier infini ¥ € M, divisible par tout entier standard, par exemple v = H! avec
H infini.

Parties définissables de N2. Une fraction p/q, avec p,q € N, est représentée par le couple
(p,q). On appelle partie définissable de N? une partie F' = {(p,q) € N?: ¢(p,q)}, ot ¢ est une
formule de 'arithmétique & deux variables libres, et 1’on note *F' ’ensemble que la méme formule
définit dans M?. Par exemple :

— l'ensemble Q% = N2 de toutes les fractions:

— D’ensemble Qif des fractions irréductibles, défini par p A g = 1, ou le pged est définissable

dans arithmétique ;
— D’ensemble fod =QiL \Qij_r des fractions réductibles.

Définition 2 (Numérosité dans N2). La fenétre de N? est le carré [1,v]? de M2. On appelle
numérosité d’une partie définissable F' C N? le nombre, calculé dans M,

#F = *Fn[1,0)?

)

et grain moyen de F le quotient v2/#F : c’est I'aire moyenne qu’il faut donner & chaque élément
de F pour paver la fenétre, selon la relation L = |L| - ¢ de la théorie du grain [2].

Comme dans [1], le nombre d’éléments de F' dans le carré [1,n]? est une fonction définissable
de n, dont la valeur en v est #F : le comptage a lieu dans M, avec les seules ressources de
I’arithmétique.



Constantes réelles. Les nombres réels ne sont pas des objets de I'arithmétique. Pour un réel
standard ¢ > 0 et un élément x de M, on écrit

Tr >~ cv

lorsque, pour tous rationnels standard a < ¢ < b, on a av? < x < bv?. Avec a = r/s, I'inégalité
av? < x s’écrit rv? < sz : elle est arithmétique. Le rapport x/v? est alors infiniment proche de
¢, au sens de [1].

2 Toutes les fractions

Chaque numérateur p de la fenétre porte les v dénominateurs ¢ € [1,v]. Ainsi
#Qh =17,

et le grain moyen de Q% vaut 1 : Q7 est le tout, et la fenétre |1, v]? joue pour lui le rdle que
joue [1,v] pour N.

3 Les fractions irréductibles

3.1 Le compte par numérateur

Lemme 3. Soit p € M un numérateur qui divise v ; c’est le cas de tout p standard, et plus
généralement de tout p < H. Le nombre de dénominateurs q € [1,v] premiers avec p vaut
exactement

¢(p)

p

ot ¢ est lindicatrice d’Euler, définissable dans ’arithmétique.

)

Démonstration. Dans N, pour tous p et n tels que p divise n, l'intervalle [1,n] se découpe en
n/p blocs de p entiers consécutifs. Chaque bloc parcourt une fois tous les restes modulo p, et
le fait que ¢ soit premier avec p ne dépend que du reste de ¢ modulo p : chaque bloc contient
exactement ¢(p) entiers premiers avec p. L’'énoncé

Vpv¥n (p|n = p-[{g<n:pAqg=1} =nd¢(p))
est arithmétique et vrai dans N ; il est donc vrai dans M (lemme 1), et on 'applique an =v. [

Le nombre de dénominateurs admissibles dépend du numérateur : il vaut v pour p = 1 et
v —v/p pour p premier standard. Ce n’est pas le nombre *7(v) ~ v/Inv des nombres premiers
de la fenétre : étre premier avec p ne signifie pas étre soi-méme premier.

Remarque (Sans la divisibilité de v). Sil’on s’interdit d’utiliser la divisibilité de v, conformément
a la lecture « a une unité prés » de [1], le méme argument donne un compte égal & v ¢(p)/p
a moins de p pres : seul le dernier bloc, incomplet, échappe au découpage. Pour p standard,
Ierreur est standard, donc négligeable devant v.

3.2 Le compte total
Proposition 4.
irr - v 2 6 2
#Q+:Zﬂ(d) d =SV,
d=1 g

ot o est la fonction de Mobius, définissable dans l’arithmétique.



Démonstration. On raisonne d’abord dans N. Notons A(n) le nombre de couples (p,q) € [1,n]?

premiers entre eux. Pour tout couple, la somme Zd‘p/\q p(d) vaut 1 si pAg =1, et 0 sinon. En
sommant sur les couples de [1,7n]? et en intervertissant les sommes, on obtient

a0y = 3w |5

car il y a [n/d]? couples dont les deux termes sont multiples de d. Comme ||n/d|? — n?/d?| <
2n/d, que |p(d)| < 1 et que Yogsq p(d)/d*> = 1/¢(2) = 6/, avec un reste aprés le rang n au
plus égal a 1/n, il vient

‘A(n) - %TF‘ < n+2n2§.
d=1

Le second membre est négligeable devant n2. Soient donc a < 6/7% < b deux rationnels standard :
il existe un entier standard Ny tel que I’énoncé

Vn > Ny an?® < A(n) < bn?

soit vrai dans N. Cet énoncé est arithmétique, puisque A est définissable et que a et b sont des
quotients d’entiers standard. Par transfert (lemme 1), il est vrai dans M ; comme v > Ny, on
obtient av? < A(v) < bv?. Enfin A(v) = #QY" par définition de la numérosité. O

Exemple 5. Pour n = 1000, on compte A(1000) = 608 383 couples premiers entre eux, pour
5105 ~ 607927.

™

4 Comparaison et grain

4.1 Les irréductibles sont les plus nombreux

Par la proposition 4 et la propriété d’additivité, on a
#Qirl‘ ~ E 7/2 ~ 0 608 V2 #Qred — V2 _ #Qirr ~ (1 _ E)VQ ~ 0 392 V2
+ =2 , , + + 2 ’ :

En prenant a = 1/2 < 6/72 dans la preuve, on obtient I'inégalité stricte, exacte dans M :

2
v .
#Qd < 5 < #Q".

Il y a donc plus de fractions irréductibles que de fractions réductibles dans la fenétre. Le rapport
#Qif /#Q% est infiniment proche de 6/ 72 = 1/¢(2) : c’est la version, au grain des entiers, du
théoréme de Dirichlet et Cesaro sur la probabilité que deux entiers soient premiers entre eux [3].

4.2 Un grain standard
Le grain moyen des fractions irréductibles vaut
2 2

L
#QT T 6

~ 1,645.

C’est un nombre standard. De ce point de vue, Q4" se comporte dans N? comme les nombres
pairs dans N, dont le grain vaut 2, et non comme les nombres premiers ou les carrés, dont le
grain est infiniment grand. Mais, comme pour les premiers, ce grain est hétérogene : il vaut 1

dans la colonne p = 1 et p/¢(p) dans la colonne d’un numérateur p standard.



Partie Fenétre Numérosité Grain moyen

N [1,v] v 1

pairs [1,v] v/2 2
premiers [1, V] ~v/Ilnv ~lnv
Q% v 2 1

Qi L2 =52 ~ 2/6
Qred [1,v]? ~ (1- %)VZ ~ W;’iﬁ

4.3 Fractions et valeurs

Tout rationnel strictement positif dont une écriture a ses deux termes dans la fenétre admet
une unique écriture irréductible, dont les termes sont encore dans la fenétre. Compter les ration-
nels comme wvaleurs, chacun une seule fois, revient donc a compter les fractions irréductibles : la
numérosité des valeurs rationnelles de la fenétre est #Qifr ~ %I/Q. Le passage des fractions aux
valeurs ne fait perdre qu'une proportion standard des éléments, et non une proportion infiniment
grande.

5 Partie partielle, partie propre

On transpose a N2 les notions de [1]. Le continu de référence de N? est fixé par son grain :
c’est le segment [0, 1] pris & la résolution —v2, formé de ov? grains d’épaisseur 2% que les ov?
parties de la fenétre [1,7]? indexent bijectivement.

irr

— Comme partie partielle de N2, ’'ensemble Q i a #Qif < v? éléments dans la fenétre. Ses

parties, au nombre de o#Q < ov 2, ne suffisent pas a indexer les grains du continu de
référence : Qij_r est illimité sans étre infini, au grain de N2. Ses parties résolvent le continu
a la résolution plus grossiere —#Qif, soit environ —0,608 /2.

— Comme partie propre, renumérotée par une bijection définissable avec N2, par exemple
une énumération des fractions irréductibles composée avec un couplage de N2 sur N, Qif
a v? éléments et redevient infini, comme dans la proposition 10 de [1].

On retrouve ainsi, pour les rationnels, la these de [1] : ce n’est pas l'ensemble qui change,

mais le grain sous lequel on le regarde.

Remarque (Choix du continu de référence). Rapportées au continu de base de N, a la résolution
—v, les parties de if sont bien plus nombreuses que nécessaire, puisque 27U > 9V Le statut
de QY dépend donc du continu de référence, comme le souligne la section 6 de [1] : il est illimité

non infini au grain de N2, et infini au grain de N.

6 Rationnels et irrationnels : densité et rareté

On compare maintenant les rationnels de la fenétre aux grains du continu de base de [1], le
segment [0, 1] pris & la résolution —v, formé des 2” grains [k277, (k+1)277], 0 < k < 2".

6.1 Les rationnels de la fenétre dans [0, 1]

Définition 6 (Suite de Farey de la fenétre). Pour un entier n, on note F, l’ensemble des
rationnels p/q € [0,1], avec 0 < p < ¢ < n et pAq = 1, rangés par ordre croissant : c’est la suite
de Farey d’ordre n. Elle est définissable dans I'arithmétique, chaque rationnel étant représenté
par le couple (p, q). Les rationnels de la fenétre dans [0,1] forment *F,.

Lemme 7. )
1T
#QT 13,

’*’Fl”:1+ 9 _7'(2



Démonstration. Dans N, I’ensemble des couples (p, ¢) € [1,n]? premiers entre eux est symétrique,
et le seul couple diagonal est (1,1). Il y a donc (A(n)+1)/2 couples avec p < g, auxquels s’ajoute
la fraction 0/1. L’énoncé |F,| = 1+ (A(n) + 1)/2 est arithmétique ; on le transfere en n = v, et
la proposition 4 donne I’équivalent. ]

6.2 La densité, a ’échelle standard

Lemme 8 (Farey). Pour tout n > 2, si a/b < c¢/d sont deux éléments consécutifs de F,, alors
bc—ad =1 etb+d>n. En conséquence,

L 1
nn—1) — d b bd n’

Démonstration. Les deux premieres propriétés sont classiques [3, chap. III]. Comme b+d > n+1
et b,d > 1, on a bd > n. Comme b,d < n et b # d (sinon b(c —a) = 1, donc b = d = 1, ce qui
n’arrive que pour n = 1), on a bd < n(n — 1). L’énoncé est arithmétique : il vaut dans M pour
n = v (lemme 1). O

Proposition 9 (Densité). Tout intervalle de [0,1] de longueur au moins 1/v contient un ration-
nel de la fenétre. En particulier, tout intervalle de longueur standard en contient un, et méme
tout intervalle de longueur infinitésimale au moins 1/v.

Démonstration. Deux rationnels consécutifs de *F,, sont distants d’au plus 1/v (lemme 8), et
0,1 appartiennent a *F,. O

A Téchelle standard, on retrouve ainsi la densité de Q dans R : tout réel standard est
infiniment proche d’un rationnel de la fenétre, & moins de 1/v.

6.3 La rareté, au grain du continu

Définition 10 (Grain rationnel, grain irrationnel). Un grain [k27, (k + 1)27"] du continu de
base est rationnel s’il contient un rationnel de la fenétre, et irrationnel sinon.

La condition « p/q appartient au grain d’indice k » s’écrit kq < p2” < (k+ 1)q : elle est
arithmétique, et les grains rationnels se comptent dans M.

Proposition 11 (Rareté). 1. Le nombre de grains rationnels est au plus 2 |*F,| < 2v2.

2. La proportion de grains rationnels, au plus 2v%/2V, est infinitésimale : les grains irra-
tionnels sont infiniment plus nombreux que les grains rationnels.

3. Entre deur rationnels consécutifs de la fenétre se trouvent au moins 2" /v? — 2 grains
irrationnels : un nombre illimité.

Démonstration. (1) Un rationnel appartient & au plus deux grains, lorsqu’il tombe sur leur
frontiere commune. Et |F,| < 1+ n(n +1)/2 < n? pour n > 2.

(2) Pour tout entier standard m, 1’énoncé Vn > N,, 2mn? < 2" est vrai dans N pour un
N,,, standard convenable ; par transfert, 2v2/2% < 1/m.

(3) Deux rationnels consécutifs sont distants d’au moins 1/(v(v — 1)) > 1/v? (lemme 8). Un
intervalle de cette longueur contient au moins 2¥/v? — 2 grains entiers, qui ne contiennent aucun
rationnel de la fenétre. Ce nombre n’est pas standard, par le méme argument qu’en (2). ]

Remarque (Ce qui décide). La constante 3/7m2 ne joue aucun role dans la proposition 11 : seul
compte l'ordre de grandeur v? des rationnels de la fenétre, face aux 2" grains du continu de
base. La méme conclusion vaut en comptant toutes les fractions, réductibles comprises.



6.4 Une densité relative au grain

Les propositions 9 et 11 ne se contredisent pas : elles portent sur deux grains d’observation.

Résolution Epaisseur du grain Les rationnels de la fenétre

standard standard denses
—|logyv| >1/v présents dans chaque grain
—v 27v dans une proportion infinitésimale des grains

A la résolution —|log, v|, chaque grain a une épaisseur au moins 1/v et contient donc un
rationnel de la fenétre (proposition 9). A la résolution —v, presque tous les grains sont irrationnels
(proposition 11). La densité, comme 'infini dans [1], n’est pas une propriété de ’ensemble, mais
du grain sous lequel on le regarde.

Remarque (Mesure nulle). La longueur totale des grains rationnels est au plus 2v2 - 27, infini-
tésimale : sa partie standard est 0. C’est la version, au grain du continu, de I’énoncé classique
selon lequel QQ est dense dans R mais de mesure de Lebesgue nulle. Le cadre en donne en outre
I'ordre de grandeur, v? contre 2¥, 1a ot Cantor oppose le dénombrable au non dénombrable.

Remarque (Rationnels au grain de la fenétre). Dans M, chaque extrémité de grain k/2” est
elle-méme une fraction. Si 'on appelait rationnelles toutes les fractions de M, tous les grains
seraient rationnels. La distinction entre grains rationnels et irrationnels est donc relative a la
hauteur des fractions : on ne retient que les dénominateurs de la fenétre, ¢ < v, conformément
a la définition de la numérosité.
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