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Intrication de deux systémes a deux niveaux et origine du facteur NG

Hugues GENVRIN

Résumé

On montre que, pour deux systémes quantiques a deux niveaux, les états qui
sont & la fois parfaitement anticorrélés pour une mesure de type spin et invariants
(& une phase pres) par I’échange des deux sous-systémes sont exactement les deux

états de Bell —= (\01> +]10) ). Le facteur % résulte de la symétrie d’échange et

de la normahsatlon et non de l'intrication seule. On en donne une caractérisation
équivalente : c’est aussi le facteur de l'intrication mazimale.

1 Produit tensoriel de deux espaces de dimension finie

Soient F; et Ey deux espaces de Hilbert complexes de dimensions respectives n et m,
munis de bases orthonormées
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Pour |z) € E; et |y) € Es, on écrit
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Par bilinéarité du produit tensoriel :
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La famille (|ef) ® |e§> )1997 1<j<m ©st une base orthonormée de W = Ey ® Ej, qui est
donc de dimension nm. Un vecteur quelconque de W s’écrit

:chlj ‘611>®|6%>, Cij GC. (1)
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Un état est un vecteur normé : Y, . |c;;[* = 1, défini & une phase globale pres ([¢)) et
e 1) représentent le méme état physique).



2 Etats séparables et états intriqués

Définition 1 (Etat séparable, état intriqué). Un état 1)) € W est dit séparable (ou
produit) s'il existe |x) € Ey et |y) € Ey tels que [¢0) = |z) ® |y). On note W, 'ensemble
des états séparables. Un état non séparable est dit intriqué; on note Wy = W \ Wy leur
ensemble.

Proposition 1 (Critére de séparabilité). L’état |¢) de est séparable si et seulement
si la matrice C' = (c;j) est de rang 1.

Démonstration. Si [¢) = |z) ® |y), alors ¢;; = z;y;, donc C =z y' est de rang 1 (elle est
non nulle car [¢) est normé). Réciproquement, toute matrice de rang 1 s’écrit C' = Ty,

et 'on pose |z) =) z; lel), ly) = Zj Yj ‘€j2>~ -

Corollaire 1. Pour n =m = 2, l’état |1) est intriqué si et seulement si det C' = ¢q1¢99 —
C12C21 7é 0

Remarque (W; et Wy ne sont pas des sous-espaces vectoriels). Les vecteurs |e}) ® |e3) et
0 1
10
—1 # 0 : elle est intriquée. Ainsi W n’est pas stable par addition. De méme, W5 ne
contient pas le vecteur nul et n’est pas non plus un sous-espace. Enfin, W] n’est jamais
vide : on ne peut pas avoir W = W,. C’est pourquoi on se restreint ci-dessous a un
sous-espace bien choisi, plutot que de supposer I’espace entier intriqué.

le?) @ |es) sont séparables, mais leur somme a pour matrice C' = , de déterminant

3 Cas de deux systémes a deux niveaux
On prend désormais n = m = 2, et 'on adopte la notation usuelle
0) =lex), D) =lex) (k=12), |ab):=la)®[b).

L’espace W est de dimension 4, de base (]00),|01),|10),]11)).

3.1 Les mesures i/ et ;1 comme observables

La mesure 1/ sur chaque composant, de valeurs opposées sur les deux vecteurs de base,
se modélise par I'observable de Pauli

=5 L) wl0=+0, oln=-.

Les valeurs propres %1 vérifient bien la propriété 1/(]0))/p/(|1)) = —1. La mesure conjointe
1, multiplicative sur les états produits, est 'observable o, ® o, :

(0: ®0:) ab) = 1 (|a)) ' (|b)) lab) .

Elle vaut +1 sur |00) et [11) (résultats identiques) et —1 sur |01) et |10) (résultats opposés).



3.2 Hypothéses

Hypothése 1 (Anticorrélation parfaite). L’état |¢)) donne avec certitude des résultats
opposés sur les deux sous-systémes :

(0= ®02) 1) = —[¥).

Hypothése 2 (Invariance par échange). Soit 7 = SWAP l'opérateur unitaire défini par
7(la) @ |b)) = |b) ® |a). L'état 1)) est invariant par 7 & une phase prés : il existe A € C
tel que 7[) = A |).

Remarque. Les observables o,®c, et 7 commutent, ce qui rend les deux hypothéses compa-
tibles : on cherche leurs vecteurs propres communs. L’hypothése 2] exprime physiquement
que les deux sous-systémes jouent des roles indiscernables dans I'état considéré.

3.3 Conséquence de I’hypothése d’anticorrélation

Lemme 1. Sous l’hypothése[l], il existe o, B € C avec |a|* + |B> = 1 tels que
[¥) = a|01) + 5[10).
Cet état est intriqué si et seulement si aff # 0.

Démonstration. L’espace propre de o, ® o, associé a —1 est Vect(]|01),[10)), d’ou la
forme annoncée ; la condition sur «, S est la normalisation. La matrice des coefficients est

C = (2 g) , de déterminant —a3, et I’on conclut par le corollaire de la proposition . O

Remarque (L’intrication seule n’'impose pas %) L’état /0,9 |01) + /0,1 [10) satisfait
I'hypothése|l|et il est intriqué (af # 0), mais ses coefficients ne valent pas \/Li C’est donc
une hypothese supplémentaire qui fixe ce facteur.

3.4 Théoréme principal

Théoréme 1. Les états vérifiant les hypothéses [1] et [4 sont, a une phase globale pres,
exactement

1
V2

Ils sont intriqués, et l'on a 7 |UF) = 4 |UF).

1

‘\Ij+> = NG

(jo1) +[10)) et |¥T)=—=(]01) —[10)).

Démonstration. Valeurs possibles de \. Comme 7% = Id, on a [¢p) = 72 |¢)) = N [¢)), et
1)) # 0, donc A\? = 1, soit A = +1.
Relation entre o et 5. D’apres le lemme , ) = |01) 4 310), donc

7|y = a|10) + 5 |01) .

L’égalité 7)) = A|¢) donne, en identifiant les coordonnées sur la base (|01),|10)) :
B = A et a = \B. Ces deux relations sont équivalentes puisque A2 = 1. On retient

b= Aa, A= =%1.



Normalisation. On a |a|? + [8]* = |a]* + [M*|a* = 2|a]* = 1, dou

o] = =
al = —.
V2

Phase globa?e. On écrit a = \%ew; alors i) = e \%( |01) + A[10) ). Au facteur de
phase globale €'¢ prés, on obtient |U*) pour A =1 et |[U~) pour A = —1.

Intrication. aff = X\/2 # 0; on conclut par le lemme .

Réciproque. On vérifie directement que |UF) est vecteur propre de o, ® o, pour —1 et
de 7 pour +1. O

Remarque (Sur le décompte des cas). Les couples de signes (4, +) et (—, —) décrivent le
méme état |UT), puisqu’ils différent de la phase globale —1. De méme, (+,—) et (—,+)
décrivent tous deux |[¥7). Il n’y a donc que deux états physiquement distincts. Si I'on
exige U'invariance stricte (A = 1), seul |¥T) subsiste; |U~) est antisymétrique.

4 Caractérisation équivalente : 'intrication maximale

Le facteur \/Li peut aussi s’obtenir sans hypothése de symétrie, en exigeant que l'intri-
cation soit maximale.

Définition 2 (Intrication maximale). Un état |¢) € By ® Ey (avec dim Fy = dim Ey = 2)
est dit mazimalement intriqué si I’état réduit du premier sous-systéme,

p1 = Try ([¥) (¥]),

est I'état maximalement mélangé %Id. Autrement dit, toute mesure sur le seul premier
sous-systéme donne des résultats équiprobables.

Proposition 2. Soit [¢)) = o |01)+3 |10) avec |a|*+]|B]* = 1. Alors |b) est mazimalement
intriqué si et seulement si |a] = |5] = \/Li

Démonstration. On a [¢) (| = |a|?|01) (01] + a3 ]01) (10| + &3]10) (01| + |B[*|10) (10].
La trace partielle sur le second facteur annule les termes croisés, car (1|0) = 0. Il reste

pr = |af?[0) (O] + 8> 1) (1] = <|06|2 Iﬁ()F) '

Cette matrice vaut £1d si et seulement si |af? = |B]* = 3. O

Corollaire 2. Parmi les états parfaitement anticorrélés (hypothese|l|), le facteur \/Li carac-
térise exactement les états mazimalement intriqués. Ces états sont, a des phases relatives
pres,

1 .
E(|01> +e?(10) ), 0 € R,

et les états de Bell |V%) (0 = 0 ou m) sont ceuz qui sont de plus symétriques ou antisy-
métriques par échange.



5 Conclusion

Le facteur % n’est pas une conséquence de l'intrication en tant que telle. Il apparait
dés qu’on impose, en plus de ’anticorrélation parfaite, soit la symétrie d’échange des deux
sous-systémes (théoréme [1]), soit I'intrication maximale (section 4). Dans les deux cas, il
provient de I'égalité des modules |o| = |3| combinée a la normalisation |«|* + |S|* = 1.

Les notions de « vecteur réalité » et d’« espace muni d’une réalité » de la version
précédente pourront étre réintroduites, & condition de leur donner une définition opéra-
toire (par exemple en termes de projecteurs ou d’observables), afin que les étapes qui en
dépendent soient vérifiables.
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