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Historique

1. Lindemann démontre la transcendance de 7 (1882).
2. Baker démontre la transcendance de e et 7 (1966-1967).

F.Lindemann(1852-1939)

A.Baker (1939-2018)

Figure — Historique des résultats.
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Definition (Nombres algébriques (A))

Un nombre est algébrique s’il est _ a

coefficients rationnels.

Definition (Nombres transcendants (T))

Un nombre est transcendant s’il n’est pas racine d’aucun
polynémes a coefficients rationnels.
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Expression de I'exponentielle

Qui n’est plus une constante fondamentale

1

SoitIn(2mz) =1 < In"toln(2mz) = In"1 1 & 2z = exp(1).

e™etn® mete Irrationalité de m
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Systeme formel

Arckhectonique et construction d’un _
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Figure — Arkhéctonique.
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1
x et e
Montrons que si un nombre est transcendant, son inverse I'est
aussi. On prend EERIT, x x 1 =1 est algébrique. Donc,

nécessairement }C est transcendant.

Car - son produit par x qui est un nombre
transcendant serait transcendant. Or 1 est algébrique.

Soit T un nombre transcendant et A un nombre algébrique. Si
lonaTA=A < T =1, or 1 est algébrique. D’ou -

A fortiori, si }c est algébrique, alors x est algébrique, on prend

1
X = -
1
Historique Nbres algébriques et transcendants 21n2  Formalisation xet}—( In2et ]nlz e™ etw® mwete lIrrationalité de w

6/ 14



—
Historique Nbres algébriques et transcendants 2In2 Formalisation x et Al In2et ﬁ e™ etn® mete Irrationalité de m

Transcendance de In 2 et ﬁ

In2
Soitx = 2mz . Faisons I'hypothése que 15 est algébrique.
C’est a dire aussi que In 2 est algébrique. Or 2mz =e=T.

Donc, en langage de classe A2" = TA < A2 = T. Or
3P, | P1[A%] =0, car :

AM=AsAhA=hAcA=1
et AP, | P,[T] = 0. Or P1[T] = 0. Ce qui est contradictoire.

Donc on déduit que A* = T est faux. On en tire que I'hypothése
de départ ; = A est fausse.
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Transcendance de InA et ﬁ

In

Iny
Soit Vy € RT*\ {1}, x :yﬁ soitx = Amx . Faisons
I'hypothése que ﬁ est algébrique. C’est a dire aussi que InA
est algebrique. OrAmi =e=T.

Donc, en langage de classe AY" = TA < AA = T. Or
3P, | P1[A%] =0,carA? =A< AlnA=InA < A=1et
3P, | Po[T] = 0. Or P1[T] = 0. Ce qui est contradictoire.

Donc on déduit que A* = T est faux. On en tire que I'hypothése
de départ 1; = A est fausse.
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Que e™ et 7€ sont algébriques

In2
Ona2m: =2acA" ATl =1=A.
Theorem

Theorem

1

e etm® mete Irrationalité de m
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Transcendance de =

Soite'™ = —1,avece =T,:=1,—1 = A. Alors formons
I'hypothése que m = A. Il vient TM = A < TA" = A. Or
AA=A = T* = TA. Donc T = A, ce qui entraine que
AInT =InA. Comme InA =T etInT = A, on en déduit que
AA =T < A2 =T < A =T, ce qui est incohérent.

Donc, I'hypothése de départ = = A est rejetée.

Theorem
« est transcendant .

TA =A< T #£T.

1

1
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Transcendance de e

Onae™?2 =2 < XT = A ou X est une variable du langage de
classe.

XT=AeThX=hA<hX=1<InX=A.

Sachantque InA =T, ilvientlnA=T ©InA=T < InT = A.
DouX =T.

Theorem

1
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Formule d’Euler

L) p3 ) 2
D'apres la formule d’Euler : - = Y7 +. Dans le cadre de

l'infini actuel, la sommation s’acheve en n% qui vaut un zéro
plus fin que celui de 0 = L, mais plus épais que celui de 5.
Tout en ayant =y qui sera fini (car o — 1 est fini). Soit on

deduit que % ? est une somme de rationnels, c’est donc un
rationnel.
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Montrons que 7 est alors irrationnel. Pour cela, on suppose que
V§="%olab,pgeNtelsqueanb=1etpAq=1.Soit

c € R**\ N, tel que b = cq?. Si c est rationnel, alors Alors
Vez = bel= = p?. D’ol a = p?c. Or p et a doivent étre entiers
etcn est pas un entier. Donc I'hypothése de départ est fausse.
Pour le cas ¢ = 1 < b = ¢ soit b doit étre une puissance de 2.
Mais dans ce cas, a = p?, soit a doit aussi étre une puissance
de 2. D’'ou § n'est pas irréductible, ce qui est contraire aux
hypotheses de départ.
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Back up

Historique

Nbres algébriques et transcendants
2m3

Formalisation

x et %

In2et 15

e et ¢

mete

Irrationalité de =
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